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Introduction

De nombreux problémes d’optimisation dans le monde réel s’expriment aisément dans des struc-
tures mathématiques telles que les graphes. Les graphes sont une structure simple composée de 2
ensembles : un ensemble de sommets ou points et un ensemble d’arétes ou lignes. Les sommets et les
arétes peuvent étre pondérés par plusieurs valeurs exprimant leurs caractéristiques. Par exemple,
un réseau routier peut étre décrit par un graphe dont les arétes pondérées représentent les routes
et leur coefficient de fréquentation et ol les sommets représentent les croisements. On peut aussi
transposer des topologies de réseau informatique sur les graphes ot les sommets représentent les ma-
chines et ot les arétes représentent les liaisons physiques entre les machines, munies d’un coefficient
de bande-passante par exemple.

Motivations

Dans le cadre des systémes informatiques distribués et notament dans les environnements de
travail de groupe!, on est confronté a des problémes de perfomance et de streté de 'infrastructure.
On trouve entre autres des problémes d’élection de sites particuliers jouant le role de lien entre les
participants & I'’environnement. Le probléme exposé dans ce rapport est un probléme d’élection :
Considérons un réseau informatique constitué de sites et de liens de communication entre eux.
Imaginons que plusieurs sites clients aient accés a des ressources informatiques communes. On
aimerait pouvoir distribuer ces informations ou ces traitements sur un ensemble de sites fournisseurs
tels qu’un client ait un fournisseur le plus proche possible de lui. On considére que I’on a un ensemble
de sites proposé qui correspond aux fournisseurs potentiellement utilisables et que chaque fournisseur
potentiel est marqué d’un coiit d’utilisation. On veut alors trouver I’ensemble de fournisseurs dont
le coiit total est inférieur & une constante & donnée et qui permette & tout site client d’étre le plus
proche possible d’au moins un fournisseur élu. Ensuite, si de nouveaux clients arrivent ou bien si des
clients se déconnectent, on veut pouvoir décider automatiquement de la migration des fournisseurs
pour minimiser toujours la distance clients-fournisseurs.

Ce rapport propose un algorithme de faible complexité capable de donner une solution approchée
4 ce probléme; on le nommera par la suite le probléme du k-fournisseur.
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Fi1G. 1 — un ezemple de 2-fournisseur

Modélisation

Pour donner un algorithme, nous allons d’abord formaliser le probléme et donner un modéle de
la structure sur laquelle il s’appuie. On modélisera le réseau par un graphe G = (V, E) ou V est
I’ensemble des sites, et E ’ensemble des liens entre ces sites. On appelle V ’ensemble des sommets et
E P’ensemble des arétes du graphe. L’ensemble des sommets fournisseurs potentiellement utilisables
est noté V; et est inclus dans V. L’ensemble des clients est noté V,; et est aussi inclus dans V.
Le réseau correspond & un graphe quelconque. On peut obtenir & partir de ce graphe un graphe
complet des distances entre tous les sommets. C’est sur ce graphe des distances que travailleront les
algorithmes proposés. Une premiére partie développera le sujet du k-fournisseur statique, c’est-a-
dire sans migration des fournisseurs, puis une seconde partie développera le sujet de la dynamicité.
On pourra remarquer que les algorithmes utilisent un squelette générique? que ’on peut reprendre

pour de nombreux problémes.

1. courament appelé groupware
2. squelette d’algorithme Bottleneck proposé dans [5]



Chapitre 1

L’algorithme d’approximation pour le
probléme des fournisseurs

1.1 Contexte et définitions générales

Soit G = (V,E) un graphe complet des distances oi V est 'ensemble des sommets de G et
E U’ensemble des arrétes qui relient les sommets de V' et dont les pondérations vérifient ’inégalité
triangulaire. Nous définissons un ensemble de sommets clients V., C V et un ensemble de fournisseurs
potentiels Vy C V. Tout sommet de V' peut étre a la fois client et fournisseur potentiel, ou seulement
I'un des deux, ou encore ni l'un ni 'autre.

Au graphe G = (V, E) sont associées deux fonctions:

— Codt d’un sommet de V: C:Vy; - INT
Par extension, on notera le coit d’un ensemble F' C V;: C(F) =3 24er C(f)
— Poids d’une aréte de E : W:E— Nt
a b
W(ab) =5
O
C@)=2 C(b)=1

Définition 1.1.1 Voisinage d’un sommet.
On notera pour un sommet u dans un graphe quelconque G = (V, E) le voisinage de u comme étant :

Définition 1.1.2 FEzcentricité d’un ensemble de fournisseurs.
On associe a tout ensemble F C V5 une valeur d’excentricité Exc(F) par rapport a l’ensemble des
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clients V, :

Ezc(F) = gg%,’;[?g}l[w(f’c)ﬂ

Autrement dit, pour chaque sommet ¢ € V., on détermine le plus petit chemin pour aller & un
fournisseurf de F', puis on prend la valeur maximale de ces |V,| distances pour définir Exzc(F).
Nous pouvons maintenant définir le probléme du k-fournisseur optimal :
Probléme 1.1.3 k-fournisseur optimal.
Etant donné un entier k, on cherche & déterminer un ensemble F* C Vy tel que:

1. C(F*) <k

2. Exc(F*) = min{Exc(F') : F' CV; et C(F') < k}
Un tel ensemble F* est appelé k-fournisseur optimal.
Le probléme du k-fournisseur est issu du probléme nommé k-supplier énoncé par D.S. Hochbaum
et D.B. Shmoys dans [5]. Nous ferons donc souvent référence aux auteurs cité précédemment.
Remarque 1.1.4 Si V., = Vy =V et Vf € V§, C(f) = 1, alors construire un k-fournisseur est

équivalent & construire un k-centre tel qu’il est décrit dans [4].

Remarque 1.1.5 Si V. NVy =0 et V.U V; =V alors construire un k-fournisseur est équivalent d

construire un k-supplier tel qu’il est décrit dans [5].

D.S. Hochbaum et D.B. Shmoys ont montré dans [4] que construire un k-centre optimal est un
probléme NP-complet, et dans [5] que construire un k-supplier optimal est aussi un probléme NP-
complet .

Corollaire 1.1.6 Construire un k-fournisseur optimal est un probléme NP-complet.

En raison du caractére NP-complet du probléme, on recherche un algorithme d’approximation qui
trouve en temps polynémial un k-fournisseur approché. D.S. Hochbaum et D.B. Shmoys ont montré
dans [5] que tout algorithme d’approximation qui résoud le probléme du k-supplier a un rapport
d’approximation d’au moins 3, c’est-ad-dire que la solution trouvée par ’algorithme donne une ex-
centricité inférieure ou égale & 3 fois 'excentricité d’un k-supplier optimal.

Corollaire 1.1.7 Un algorithme d’approzimation pour le probléme du k-fournisseur optimal a un
rapport d’approzimation d’au moins 3.

En effet, le probléme du k-supplier est un cas particulier du k-fournisseur.

Remarque 1.1.8 Le probléme du k-centre est équivalent au probléme du k-fournisseur on Vy =
Ve = V. On peut, dans le cas ou le k-fournisseur se raméne & un k-centre, obtenir un rapport

d’approzimation de 2. (voir [4]).

1.2 Description de I’algorithme

Dans cette section, nous décrivons un algorithme d’approximation pour le probléme du k-
fournisseur. Cet algorithme peut étre vu comme une généralisation de celui proposé dans ’article

1. Pannexe A montre que la recherche exhaustive est non polynomiale



[6] de D.S. Hochbaum et D.B. Shmoys. On note E = {ey,..., e, } Pensemble des arétes de G triées

par ordre de poids croissant:
Vi € {1, . ,m}, W(ez) > W(ei_l)

On note G; = (V,E;) avec E; = {e € E : W(e) < W(e;)}. En I'occurence, Gy = (V,0) et
Gn = (V,E).

Comme dans ’approche proposée par D.S Hochbaum et D.B Shmoys dans [5], nous allons construire
une procédure itérative qui va appliquer sur les graphes G; :i € {0,...,m} en faisant croitre ¢ une
fonction de test d’existence d’'un k-fournisseur. Tant que la fonction de test renvoie un certificat
d’impossibilité, la procédure poursuit son itération sur i, ce qui fait augmenter le nombre d’arétes
de G;. Soit b 'itération pour laquelle la fonction de test a pu trouver un k-fournisseur faisable. On
appelle Gy le graphe seuil ou bottleneck. Pour i < b, la fonction de test garantit qu’il n’existe pas
de solution sur G;. Pour tout ¢ > b, il existe des solutions mais on ne peut déterminer leur rapport
d’approximation. Pour ¢ = b, la fonction test assure un rapport d’approximation d’au plus 3 avec
la solution retournée. La fonction de test est donc le coeur de 1’algorithme.

On devra prouver que la fonction TEST décrite plus bas vérifie effectivement ce qui vient d’étre cité.

Procédure BOTTLENECK(G, V,, V}, k)

1. 8i Vf € V¢, C(f) > k alors {

2 il n’existe pas de solution

3 Stop.

4.}

5. Sinon {

6 1=0

7 Répeter {

8 out =TEST(Gj, Ve, Vs, k)

9 1=1+1

10. }

11. Jusqu’a ce que out # ”impossible”

12. Soit F 1’ensemble retourné dans out avec un entier r, retourné par TEST

13. F est un k-fournisseur dans G:C(F) <k

14. r est le rapport d’approximation: Ezc(F) < rxEzc(F*) oi F* est la solution
optimale.

15. }

16. Fin

La premiére ligne de la procédure BOTTLENECK traduit une condition suffisante pour garantir qu’il
n’existe pas de solution dans G = (V, E). En effet, dans le cas contraire, si Ju € Vy : C(u) < k alors
il existe F' C V; qui vérifie I'énoncé 1.1.3, et qui est donc un k-fournisseur optimal.



Avant d’exposer la fonction de test d’existence d’un k-fournisseur dans G;, nous allons donner
quelques définitions utiles.

Définition 1.2.1 Puissance n d’un graphe.

Soit G = (V,E) un graphe quelconque. G™ = (V,E™) est le graphe d la puissance n de G, ou
E" = E"1Uu{(u,v): (u,w) € E*! et (w,v) € E" L5 [u,v,w € V]}

—  aetedel’origina

arete du carre

FiGc. 1.1 — Graphe carré

Définition 1.2.2 Restriction d’un graphe a un ensemble de sommets.
Soit un graphe G = (V, E). Sa restriction & un ensemble de sommets R C V est le graphe G\R =
(VI,E') tel que: V' = R et E' = {(u,v) :u € R,v € R}.

Définition 1.2.3 Stable mazxzimal.

Soit un graphe G = (V,E). S CV est un ensemble stable mazimal au sens de l'inclusion si:
- VYu,v € S,(u,v) ¢ E (i.e: S est stable)
- Yv ¢ S,SU{v} nest pas stable.

Remarque 1.2.4 Construire un stable mazimal dans un graphe peut étre fait par un algorithme

polyndémial.

Nous allons maintenant décrire la procédure centrale TEST qui est utilisée dans la procédure BOT-
TLENECK



—  aetedel’origina

arete du cube

FiGc. 1.2 — Graphe cube

Procédure TEST(G;, Ve, Vy, k)

1. 81 Jv € V. : Ng;(v) N Vs =0 alors Retourner ”impossible”.

2. Sinon {

3 =2

4 Construire un ensemble stable maximal S dans GZ\V,

5. Pour tout u € § faire:

6 Cmin = min{C(v) : v € Vy N Ng,(u)}

7 R={v:veViNNg(u) et C(v)=Chmin}

8 Si u € R alors f(u) =u /* f(u) est fournisseur de u */
9 Sinon{

10. Choisir f(u) quelconque dans R

11. r=3

12. }

13. }

14. F =Jycs f(u) /* F est 1’ensemble des fournisseurs de V. */
15. Si C(F) > k alors Retourner “impossible”

16. Sinon Retourner (F,r)

17. }

18. Fin



La premiére ligne de la fonction TEST est justifiée par le propos suivant: si dans le graphe G; =
(V, E;) un sommet de V. n’est voisin d’aucun fournisseur potentiel de V; alors il n’existe pas de
k-fournisseur dans G d’excentricité W (E;). TEST retourne alors ”impossible” pour l'itération 4.
Lemme 1.2.5 Si la fonction TEST(G;, Ve, Vi, k) retourne ”impossible” alors il n’existe pas dans
G; d’ensemble F' C V; tel que:

1. C(F)<ket

2. Yu eV, 3f € Vi : (u, f) € E;.
Preuve. Si a l'itération ¢ la fonction TEST retourne ”impossible” dés la premiére instruction (ligne
1) alors (2) n’est pas vérifié. En effet, 3v € V : Ng,(v) N Vy = 0.
Si a 'itération ¢ la fonction TEST retourne "impossible” au niveau de la ligne 15, alors C(F) > k.
Notons F* = {f1,..., fp} un ensemble de fournisseurs de cofit minimal vérifiant (2). Montrons que
F* ne vérifie pas (1). Chaque sommet de F™* est fournisseur d’un ensemble de sommets de V. car F*
vérifie (2). Partitionnons V. en V; : 1 < j < p tel que V; C Ng(f;)- Dans G2, le sous-graphe induit
dans chaque V; est une clique; le stable maximal S dans G?\Vc trouvé par TEST contient au plus
un sommet de V;. Soit 7; ce sommet, s’il existe. Comme f; est adjacent & r;, le sommet fournisseur
F(r;) a au plus le cotit C(f;); donc le cotit total de F' = |J f; est au plus le coiit total de F*. Ainsi,
C(F) < C(F*). Donc, C(F) > k= C(F*) > k.
Si TEST trouve C(F) > k il renvoie le message ”impossible” car il n’existe pas d’ensemble F™*
vérifiant (1). O

Lemme 1.2.6 Soit b la premiére itération o TEST ne renvoie pas le message "impossible” mais
un ensemble de fournisseurs, alors Vey € Ey, W (ep) < Exc(F*) ou F* est un k-fournisseur optimal.

Preuve. Si b = 0, alors ’ensemble F' de fournisseurs est tel que Ezc(F) = 0. Or Ep = 0 donc
Exc(F*) > W (ep)-

Si b > 0, supposons par 'absurde que W (ep) > Exc(F*). Or W(ep—1) < Ezc(F*) car a itération
b— 1, F* n’existe pas?. Donc W (ey_1) < Exc(F*) < W(ep) or ceci est absurde car Ezxc(F*) doit
avoir pour valeur le poids d’une aréte de G O

Théoréme 1.2.7 La procédure BOTTLENECK offre une solution F dont l’excentricité est:
Ezc(F) < 3 x Exc(F*)

Preuve. Soit F l'ensemble trouvé par l'algorithme et F* la solution optimale. Montrons que:
1. C(F)<ket
2. Ezc(F) < 3 x Exc(F*)

vérification de (1) Soit b la premiére itération ol TEST ne renvoie pas le message "impossible”
mais un ensemble F. D’apreés la fonction TEST, C(F') < k donc (1) est vérifié.

2. voir Lemme 1.2.5



vérification de (2) D’aprés le lemme 1.2.6, W(ep) < Ezc(F*). Montrons que Ezc(F) < 3 X
W (ep): F contient des sommets qui sont adjacents & au moins un sommet du stable S de G%
trouvé par TEST car F' C |J,cg Ng;(u); S contient des sommets qui dans G% sont adjacents
4 au moins un sommet de V. car S est stable maximal dans G%\VC F est donc une solution
réalisable dans G3. Comme G}, ne contient que des arétes e; de poids W(e;) < W(ep), on en
déduit que Exzc(F) < 3 x W(ep) donc (2) est vérifié par application du lemme 1.2.6.

a

Dans certains cas, on peut obtenir une 2-approximation du k-fournisseur comme on le voit dans la
procédure TEST qui peut renvoyer r = 2. Ceci est di au fait que chaque sommet du stable maximal
S est inclus dans V. En fait, on peut élargir I'hypothése a ce que V,; soit inclus dans V;.

Lemme 1.2.8 Sil’ensemble F' retourné par TEST est égal a l’ensemble stable mazimal S sur G%\Vc
et C(F) < k alors la solution F est d’excentricité Exc(F) < 2 X Exc(F*) ou F* est la solution
optimale.

Preuve. Chaque sommet de S est adjacent & au moins un sommet de V, dans G%\Vc; comme
Gy contient des arétes e; de poids W(e;) < W(ep), on en déduit que Ezc(F) = Ezc(S) et donc
Exc(F) <2 x W(ep). Or, d’aprés le lemme 1.2.6, W (ep) < Exc(F™) o F* est la solution optimale.
Donc Ezc(F) < 2 x Exzc(F*). O

Théoréme 1.2.9 Si la procédure TEST renvoie un ensemble F' et un rapport r = 2 alors I’ensemble

F trouvé par TEST vérifie les points suivants :
-C(F)<ket
- Ezc(F) <2 x Ezc(F*)

Preuve.
— Le lemme 1.2.5 montre que si TEST renvoie ”"impossible” alors il n’existe pas de solution &
Iitération ¢
— Soit b la premiére itération odt TEST renvoie F. D’aprés TEST, C(F) < k. (1) est vérifié.

— Montrons que Ezc(F) < 2 x Ezc(F*): lorsque r = 2, le test de la ligne 8 a toujours été
vérifie. F = (J,cg F(u) ot F(u) = u. Donc F = S. Par le lemme 1.2.8 il en découle que
Ezc(F) <2 x D(F™*).

a

I1 découle directement des théorémes 1.2.7 et 1.2.9 que la procédure BOTTLENECK offre une r-
approximation du probléme du k-fournisseur, ou r € {2, 3}.
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Chapitre 2

Probléme du changement de la
configuration

Dans le cadre des systémes distribués en particulier, les algorithmes de base sont 1’allocation et
la distribution de ressources mais aussi ’adaptation du systéme lors des changements topologiques:

On suppose que dans le réseau informatique des clients sont connectés a des fournisseurs qui
ont été choisis grace i 1’algorithme proposé au chapitre précédent. Si on observe un changement tel
que la connexion d’un nouveau client ou la rupture d’une liaison, on doit pouvoir reconfigurer le k-
fournisseur de maniére & ce qu’il vérifie bien les propriétés qui lui sont attribuées tout en conservant
une 3-approximation et si possible en modifiant le moins possible la configuration de fournisseurs
précédente.

2.1 Exposé du modéle

Pour montrer les différentes étapes de changement, nous allons indicer les objets que nous
manipulons par un numéro qui indique & quel instant il se trouve. Par exemple, V1 est ’ensemble
des sommets clients V, 4 I'instant 1. L’ordre des nombres indique la séquence dans le temps. Lors d’un
changement, les propriétés du graphe sont modifées. Par exemple, si un nouveau client s’ajoute, |V,|
augmente. Avec cette nouvelle configuration, on ne sait pas si le k-fournisseur de départ est encore
une 3-approximation. La figure 2.1 montre un cas oul le k-fournisseur n’est plus une 3-approximation
aprés la connexion d’un nouveau client.

Définition 2.1.1 Configuration
Nous définissons la configuration i comme étant le triplet (Vci,Vyi, Fi) ou Vi est l'ensemble des
clients a linstant i, Vi est ’ensemble de fournisseurs potentiels a Uinstant i, et Fi C Vi est un

k-fournisseur de Vi.

Définition 2.1.2 Changement.
Un changement est le passage d’une configuration © & une configuration i + 1 et correspond a la
modification d’un ou plusieurs ensembles du triplet (Vi, Vi, Fi).

11



Q fournisseur

/. client

F1G. 2.1 — Connezion d’un nouveau client

Si ’on calcule un nouveau k-fournisseur avec la procédure présentée au chapitre précédent, on peut
obtenir un ensemble trés différent de celui qui était déja en place. On devra donc faire migrer les
fournisseurs d’une configuration & ’autre. On considére que la migration a un coit et on aimerait
minimiser ce coft.

Définition 2.1.3 Codt de migration.

Soit F0 ’ensemble des fournisseurs de la configuration de départ, et F'1 I’ensemble des fournisseurs
aprés un changement. Le coit de migration des fournisseurs My, pour passer de la configuration 0
a la configuration 1 est égale au nombre de suppressions et de créations de fournisseurs qui ont été
nécessaires pour passer de FO a F'1.

Probléme 2.1.4 k-fournisseur dynamique
Soit une configuration C0 = (V.0,V;0,F0) ow FO C Vj, forme un k-fournisseur de V.0. Soit
C1 = (V.1,Vf1,F1) la nouvelle configuration aprés un changement. Le but est de trouver un k-
fournisseur F1 de V.1 tel que:

1. La solution trouvée F'1 est une 3-approzimation de la solution optimale dans la nouvelle confi-

guration.

2. La solution trouvée F'1 implique le moins de migrations possibles de fournisseur pour passer
de FO ¢ F1.

12



Proposition 2.1.5 Heuristique de résolution du probléme du changement
Considérons un changement d’une configuration 0 & une configuration 1. Vérifier que F'1 est une
3-approzimation du k-fournisseur optimal consiste & résoudre deux sous-problémes :

1. Calculer indice bottleneck du graphe G (voir section 1.2) pour lequel on sait qu’il existe une
solution réalisable pour la configuration 1. Soit bl cet indice. Gy, est le graphe seuil de la
configuration 1.

2. Lorsque lon connait 'indice bottleneck bl dans lequel il existe une solution faisable pour
la configuration 1, on doit trouver un algorithme de migration qui minimise le codt My, en
trouvant un ensemble F'1 tel que chaque sommet de V1 a au moins 1 voisin qui appartienne
a F'1 dans le graphe GZ’I.

La preuve du théoréme 1.2.7 associée au lemme 1.2.6 montrent que ces deux conditions sont suffi-

santes pour garantir une 3-approximation.

2.2 Heuristique de migration

Avant de présenter une heuristique de migration, nous allons nous placer dans un cadre restreint :
Nous considérons que les sommets de V; ont tous un cott égal 4 1: Vf € V¢, C(f) = 1. Dans ce cas,
un k-fournisseur compte au plus k£ sommets fournisseurs.

L’heuristique présentée prend en argument un graphe bottleneck. Ce graphe sera donné par la
procédure BOTTLENECK qui a été présentée au chapitre précédent. On se souviendra que le graphe
bottleneck Gy accepte un k-fournisseur d’excentricité au plus 3 x b et que Vi < b il n’existe pas de
solution dans G;. Nous allons nous appuyer sur la procédure TEST décrite au chapitre précédent.
Celle-ci recherche un stable maximal au sens de l'inclusion parmis les sommets clients du graphe
(Cf: ligne 4 de la procédure TEST). L’idée ici est de trouver un stable qui ait la propriété d’étre
dans le voisinage des anciens fournisseurs. Pour les besoins de 1’heuristique, nous introduisons les
définitions suivantes.

Définition 2.2.1 Stable de cardinalité maximum
Dans un graphe G = (V, E), soit 'ensemble de sommets A CV tel que:

-~ Yu,v € S,(u,v) ¢ E (i.e: S est stable)
- |A]| est mazimum

Alors A est un stable de cardinalité maximum

Définition 2.2.2 Ensemble des candidats
L’ensemble des clients de V1 qui ont pour voisin au moins 1 sommet de FO dans Gy est ’ensemble
C des candidats au stable.

Définition 2.2.3 Graphe de candidature
Soit Gy = (V', Ey}) le graphe dérivé du graphe originel G = (V,E) et C l’ensemble des candidats tel
que :

-V'=FoucC

- et By, ={(z,y) € E? : 2,y e C}U{(z,2) € Ey:z € C et z € FO}

13



G}, est appelé le graphe de candidature.

7. — aetedel’origina
N _ aeteducare
(O Cclient

®

. Fournisseur

Candidats au Stable

N

Fi1a. 2.2 — graphe de candidature

A partir du stable mazimum A sur G'\C nous pourront construire le stable mazimal S1 sur G2\V,1
recherché par la procédure MIGRER ' tout en conservant le maximum de fournisseurs de la configu-
ration passée F'0 pour I'inclure au nouvel ensemble de fournisseurs F'1. Tout d’abord, nous allons
montrer que trouver un stable mazimum A sur G'\C permet de sauvegarder un maximum de four-
nisseurs de FO0.
Lemme 2.2.4 Soit une configuration (V.0,F0,V;0) et un changement de V.0 a V1. Soit C l’en-
semble des candidats (définit dans 2.2.2) et A un stable dans le graphe de candidature G'\C (définit
dans 2.2.3). Le nombre de fournisseurs de FO sauvegardés dans F1 est au moins égal au cardinal
de A.
Preuve. Nous allons nous appuyer sur la nature du graphe de candidature G' pour prouver le
lemme 2.2.4. Soit ¢ € C et z € F0. Le but est de montrer qu’a un sommet de A correspond un et
un seul sommet de F0 sauvegardé dans F'1. Nous avons trois cas i traiter:
— Par construction de G’, tout sommet de A a pour voisin au moins un sommet de F0 car
ACC.
— Si deux sommets de C ont pour voisin un méme sommet de F'0 alors, di & la construction de
G' , ils sont voisins entre eux dans G'. Si I'un de ces deux sommets de C appartient & A alors
I’autre ne peut étre dans A car A est un stable dans G’.
— Siun sommet de C a pour voisin dans F'0 plus d’un seul sommet, alors un choix arbitraire entre
ces sommets est fait pour n’en incorporer qu’un seul dans F1 (Cf: ligne 12 de la procédure

MIGRER).

On constate bien qu’a 1 sommet = de A correspond au moins 1 sommet z de F0 sauvegardé. O

En définitive, pour tout stable A dans G'\C, on a au moins |A| anciens fournisseurs sauvegardés.
Puisque A C S1 (voir la procédure MIGRER) et que A est le plus grand possible, on espére sauvegar-

1. Cf: ligne 7 de la procédure
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der un maximum de sommets de F0 dans F1. On construit donc S1 stable maximal dans GZ\V,1 &
partir de A. La procédure ci-apreés est utilisée pour faire migrer les fournisseurs d’une configuration &
I’autre. Elle correspond & la deuxiéme partie de la proposition 2.1.5. On considére donc que 'indice
bottleneck b du graphe est déja donné.

Procédure MIGRER(Gh, V.1, V;1, FO, k)

1. C={veV1l:Ng,(v)NFO0# 0}

2. /* Construction de G' = (V',E’) le graphe de candidature: */

3. V=CUFO

4. B ={(z,y) € E*?:2€C,ye C}U{(z,2) e E:z € C,z € F0}

5. Construire un ensemble stable A le plus gros possible dans G'\C

6. Vel' = Vel — Uy Noz (u)

7. Construire un stable maximal S1' dans GZ\V,1'

8. S1=AUS1 /* S1 est fait sur la base de A */

9. Pour tout u € S§1 faire {

10. R =V;N Ng,(u)

11. Si RNFO0#0 alors {

12. Choisir fi(u) quelconque dans RN FO /* fi(u) est fournisseur de u */
13. }

14. Sinon Choisir fi(u) quelconque dans R

15. }

16. F1=|J,cqfi(u) /* F1 est 1’ensemble des fournisseurs de V.1 */

17. i |F1| >k {

18. recommencer la procédure avec b=b+1; /# indice bottleneck & affiner */
19. }

20. Retourner (F1,3)

21. Fin

Comme on peut le voir 4 la ligne 18, la procédure de migration peut étre relancée a un indice de
graphe b+1 si le nombre de fournisseurs est supérieur 4 k. Or, i 1'origine, ayant éxecuté la procédure
BOTTLENECK, on est censé avoir trouvé cet indice. La problématique vient du fait que lorsque 1’on
trouve un indice bottleneck il existe alors une solution faisable au pire dans le cube du graphe et non
forcément dans le graphe G} lui-méme. Entre G, et G% il existe un espace sans solution et un espace
de solutions réalisables. Au mieux, ’espace des solutions débute dés Gy, au pire, il est réduit & Gg‘
seulement. S’il s’avére que l'on trouve deux indices bottleneck comme & la figure 2.3 cela signifie que
I'on a affiné la connaissance de 1’espace des solutions réalisables.

Théoréme 2.2.5 np-complétude du stable maxzimum

Construire un stable de cardinalité mazimum?est un probléme np-complet.

2. Cf: définition 2.2.1
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b ? 3
Gy
G
b+l G3
b+1
Pas de solution Espace inconnu Solutions certaines

Fi1G. 2.3 — Indices bottleneck et espace de solutions

Afin de conserver le caractére polynomial de I’heuristique de recherche du k-fournisseur dynamique,
nous devons utiliser un algorithme d’approximation du stable maximum (Cf: théoréme 2.2.5).

Caractéristiques de I’heuristique

L’heuristique proposée considére que pour faire migrer le moins possible de fournisseur, il faut
orienter la construction du stable maximal S1' ( ligne 7) de maniére & donner au voisinage des
sommets de S1’ le plus possible d’anciens fournisseurs. Cette orientation se situe exactement & la
créatione du stable maximum A parmis les nouveaux clients qui ont pour voisin un ancien fournisseur
(ligne 5). On voit que cette heuristique résoud donc un changement de clients mais il en est de
méme pour un changement de fournisseur (ex: panne) ou cette fois-ci on prendra pour F0 le nouvel
ensemble de fournisseurs. De plus, la coupure d’un lien de communication peut étre représenté dans
le graphe G sachant que la procédure BOTTLENECK doit auparavant trouver Gjp.

La performance de I'heuristique présentée dans la procédure MIGRER dépend entre autre du
rapport d’approximation de ’algorithme de recherche du stable3 A car |A| détermine le nombre de
fournisseurs sauvegardés d’une configuration a I’autre. On trouve dans la littérature informatique*
des algorithmes d’approximation pour le probléme du stable maximum mais ceux-ci ont une piétre
performance. En revanche, ’heuristique de migration proposée a pour qualité d’étre robuste car elle
peut gérer toute sorte de changement, & savoir :

— apparition/disparition de plusieurs clients: On utilise pour nouvel ensemble de clients l’en-
semble V.1

— apparition/disparition de plusieurs fournisseurs qu’ils soit de V ou de F0: On place dans F0
I’ensemble de fournisseurs modifié. Pour V; modifié¢, on le prend en compte dés I’execution de
la, procédure BOTTLENECK

— apparition/disparition de liens entre sommets ( i.e: panne de liaisons): La procédure BOT-
TLENECK étant executée a partir de Gy, elle prend en compte la disparition de liens.
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@ Nouveau Client

Fi1G. 2.4 — L’ajout d’un client et la migration

2.3 Cas d’étude: ajout d’un client

A défaut d’évaluer le rapport de performance de ’algorithme de migration, nous allons étudier
dans le cas de I'ajout d’un simple client v dans V., comment obtenir un k-fournisseur qui ait entrainé
le moins possible de migrations. Pour cela, en reprenant les notations introduites au début de ce
chapitre, nous allons passer en revue cas par cas les conditions dans lesquelles le client u est ajouté
sans pour autant réussir & donner une étude exhaustive.

Soit F'0 le k-fournisseur de V.0 et F*0 un k-fournisseur optimal de V0. considérons que F0 est
une 3-approximation de F*0 pour V_0.

Soit ¢g = Ezc(F0) et ¢§ = Exzc(F*0) pour V0.

L’ajout d’un client se traduit par: V.1 = V.0 U {u}.

Soit ¢f = Exc(F*1) pour V.1 oi F*1 est un k-fournisseur optimal de V,1.

Nous affirmons dans le lemme suivant que ’ajout d’un client ne peut donner lieu & obtenir un
k-fournisseur d’excentricité meilleure que sans cet ajout.

Lemme 2.3.1 Pour toute configuration 1 ou V.1 = V,0U {u}, c§ < cf.

Preuve. Supposons par contradiction que ¢ < cj. Donc il existe un k-fournisseur F*1 de V.1
d’excentricité ¢}. Clest-a-dire : Yu € V.1,3f € F*1 : W(u,f) < ¢}. Comme V.0 C V,1,Vu €
Ve0,3f € F*1: W(u, f) < ¢} < c§. Or ¢ est par définition I’excentricité optimale d’un k-fournisseur
de V.0; il y a donc contradiction avec ’hypothése de départ. O

Rappel : par notation et définition, co < 3 X cj.
Définition 2.3.2 Redondance.

Un fournisseur fy est redondant dans l’ensemble des fournisseurs F'O par rapport a V.0 si
Ezc(F0—{fo}) = Exc(FO0).

Soit donc u le client ajouté & V.0 pour donner V1.

3. voir théoréme 2.2.5
4. par exemple dans [7]
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Si W (u, F0) < ¢ alors pour V.1, Exzc(F0) < cp <3 x ¢ <3 xc}. On prend donc F1 = FO0 et
l’on n’opére donc aucune migration de fournisseur. Exc(F1) < 3 x ¢} et |F1| < k donc F1 est une

3-approximation du k-fournisseur optimal de V_1.
Si W (u, F0) > ¢ alors:

si|FO|<ket3feVi:W(u,f)<co:
On prend alors F1 = FOU{f}. |[F1| <k et pour V.1, Exc(F1) < ¢y <3 x ¢ <3 xc}. Donc
F'1 est une 3-approximation du k-fournisseur optimal de V_1.
si|FO| < ketVfe Ve, W(u,f) > co: Soit f € Vy:W(u,f) =d = W(u,Vy), f estle
fournisseur le plus proche de u. Dans ce cas, ¢} > d;. On prend alors F1 = FOU{f}. |F1| <k
et pour V.1, Ezc(F1) < dl < ¢f. Ezc(F1) < 3 x ¢} donc F1 est une 3-approximation du
k-fournisseur optimal de V,1. A ce stade, nous avons étudié les cas ou |F0| < k.
Maintenant, si |F0| = k et fy est redondant dans F0 par rapport a V.0:
Soit fi le fournisseur le plus proche de u: W(u, fi) = di = W(u, V}); on prend alors F1 =
FOU{f1} — {fo}. [F1| = k et:

— sidy < ¢ alors pour V,1, Exc(F1) <cy <3 xcj <3 xci.

— si dy > c¢g, sachant que ¢} > dy et pour V1, Exc(F1) = d; on a alors Ezc(F1) < ¢}.
si |[FO| = k et FO n’a pas de redondance .
Dans cette situation, on va utiliser ’algorithme d’approximation : soit f; le fournisseur le plus
proche de u: W(u, fi) = di = W(u,Vy). Dans G¢,, Ng,,(u) N V; = 0 par propriété. TEST
renvoie donc “mpossible” dans G, et de méme pour tous les cas dans G avec ¢’ < dy
Remarque 2.3.3 Partitionnons V,, en k sous-ensembles tels que chaque ensemble de clients
soit associé & son fournisseur de FO le plus proche. Par hypothése de l'inégalité triangulaire,
nous avons au plus un seul client qui fasse partie a la fois au stable mazimal S de GgO\VCo et
a un sous-ensemble de la partition. En effet, si un client s fait partie du stable mazimal, tout
client associé au fournisseur de s est voisin de s dans G%O\VC0 et ne peut donc appartenir au
stable.

@ sommet du Stable Maximal

D fournisseur

___ _Rayon du stable dans GZ\VOO
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Dans GE’O ces sous-ensembles sont des cliques et l’on a aussi en conséquence la propriété que
S| < k.

Soit donc dsle nouveau niveau bottleneck trouvé aprés I’ajout du client » grace i la procédure
BOTTLENECK. On supposera que ds > cg. La procédure a construit un stable maximal §
dans G32\Vcl. On peut assurer d’aprés la remarque 2.3.3 que |S| < k + 1 car au pire, u
est un élément ajouté au stable de ’ancienne configuration. Notons le stable maximal trouvé
S = {s1,...,85} avec |S| < k+ 1. Vs € S et s # u, on prendra comme fournisseur celui
qui est associé a la partition contenant s comme vu & la remarque 2.3.3. Il reste a trouver un

fournisseur pour u:

— Siu ¢ S alors W(u,S) <2 X dg: u appartient a une des partitions induites par S. En
conséquence, ||J,cq f(s)| < ket F = J,.g f(s) est une 3-approximation du k-fournisseur
optimal. Comme F' C F0 on prend F'1 = F0 et 'on n’opére aucune migration. Comme
F1 = FO, |F1| < k et comme F C F1 on obtient bien une 3-approximation du k-
fournisseur optimal de V_1.

— Si u € S alors deux cas se présentent : I'un ou u est voisin d’un fournisseur de ’ancienne
configuration dans Gg,, et autre ou il en est trop éloigné: Ng,, (w)NFO = 0.

- Si 3f € Uses f(s) : f € Ng,,(u) alors f(u) = f et I'on peut prendre F1 =
FO0. |F1] < k et dy est le premier indice bottleneck donc on obtient bien une 3-
approximation du k-fournisseur optimal de V_1.

= SiVf € Uses £(8), f & Na,, (u) alors choisir f € Ng,, (u). F = U,eq f(s) U{f}:
- Si |F| < k alors 3f; € FO: f; ¢ F et 'on prend alors F1 = FOU {f} — {fi}:
on a fait migrer un fournisseur. |F'1| = |F0| et dy est le premier indice bottleneck
donc on obtient bien une 3-approximation du k-fournisseur optimal de V_1.
— Si |F| > k alors il n’existe pas de solution dans Gg4,. On doit continuer & pro-
gresser dans la procédure BOTTLENECK. L’indice suivant peut mener a des cas

nouveaux, ces cas ne seront pas étudiés.

Le simple ajout d’un client donne donc lieu a de nombreux cas tels qu’il est difficile de les synthe-
tiser en quelques lignes. En revanche, on en tire la conclusion que la configuration des fournisseurs
n’en est finalement que trés peu altérée (nous avons au plus fait migrer un seul fournisseur) mais
qu’un algorithme de migration simpliste comme celui présenté au chapitre précédent ne saurait étre
assez fin pour optimiser au mieux le nombre de migrations impliqué par un changement particulier.
En réalité, il y a necessité de classer les sortes de changement et d’appliquer différentes méthodes
de décision de migration pour obtenir un résultat de qualité. Dans le cas général, tel qu’il est pris
en compte par 1’algorithme présenté au chapitre 2.2, le probléme du k-fournisseur dynamique pose
un nombre considérable de combinaisons de changements incluant les clients, les fournisseurs et les
liaisons entre sommets. Il en résulte que ’étude de la dynamicité doit s’étendre sur deux dimensions:
une premiére en terme de variété des changement et une seconde en terme de qualité de migration.
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Conclusion

Dans le cadre général des problémes associés a la communication de groupe, la particularité du
probléme du k-fournisseur nous a permis d’apprécier du point de vue algorithmique une méthode
de résolution basée sur le phénomeéne “bottleneck” introduit dans [5] par D. hochbaum et B. Shmoys.
L’étude approfondie de cette méthode de résolution nous a permis de découvrir, hors de son cadre
d’application, quelque de ses propriétés singuliéres, ses avantages et ses piéges.

Par la nature méme des algorithmes dits d’approzimation, la motivation principale qui les ac-
compagne est de donner la preuve de leur capacité a offrir une f(n)-approximation de la solution
optimale qui n’est pas atteignable en temps polynémiale. Dans notre cas, nous avons pu garantir
un rapport d’approximation constant et relativement faible.

Le probléme du k-fournisseur dynamique est une nouveauté par rapport a celui du k-fournisseur
simple déja introduit par D. hochbaum et B. Shmoys et généralisé dans ce rapport. Peu de conclu-
sions générales en ont été tirées car il s’avére que la dynamicité apporte de nombreux paramétres
difficiles & maitriser. Cependant, une heuristique de migration robuste a été proposée et permet déja

de traiter le probléme mais son efficacité est & prouver.
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Annexe A

Complexité d’un algorithme exhaustif de
recherche d’un k-fournisseur optimal

Tout d’abord, nous nous intéressons au calcul de I’excentricité d’un ensemble S C V; quel qu’il
soit.

Complexité du calcul de ’excentricité d’un ensemble S C V;

1. Pour chaque sommet ¢ de V., on détermine la plus courte distance pour atteindre un sommet
sde S:
Ve € Ve, Vs € S trouver mingeg W (s, c).
Ce calcul se fait en O(|S| x |V,|) en nombre de comparaisons de W (s, ¢).
On obtient une liste de |V,| distances W;

2. On prend maintenant la valeur mazimale de ces |V.| distances W;. Ce calcul est linéaire, de
complexité O(S).

En conséquence, le calcul de I’excentricité d’un ensemble S C V; est au pire de complexité O(|S| x
|Ve| + |Ve|) en nombre de comparaisons, ce qui est un calcul polynémial.

Calcul du k-fournisseur optimal

Le probléme principal est de trouver ’ensemble S C V; tel que:
Ezc(S) = min{Exzc(S') : 8" C V; et C(S,) < k} Nous avons donc un dénombrement de P en-
sembles S distincts tel que :

_Z vt
(|Vg| =) x 4!

Parmis ces P ensembles dont on doit calculer I’excentricité, il en existe au pire un seul dont 1’ex-
centricité Ezc(S*) est minimale. Nous avons donc P comparaisons 4 ajouter au calcul. En consé-

quence, la complexité en nombre de comparaisons pour un algorithme de recherche exhaustive d’un
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k-fournisseur optimal est :
C(Ve, Vs, k) = ([([Ve| x k+ k) x P] + P)

ce qui est de conplexité nmon polynoémiale car P n’est pas un polynoéme.
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it can be used for any textual work, regardless of subject matter or
whether it is published as a printed book. We recommend this License
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1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that
contains a notice placed by the copyright holder saying it can be
distributed under the terms of this License. Such a notice grants a
world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that

work under the conditions stated herein. The "Document”, below,
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A "Modified Version" of the Document means any work containing the
Document or a portion of it, either copied verbatim, or with
modifications and/or translated into another language.
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publishers or authors of the Document to the Document's overall subject
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that says that the Document is released under this License. If a
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as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that
the Document is released under this License. A Front-Cover Text may
be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent" copy of the Document means a machine-readable copy,
represented in a format whose specification is available to the

general public, that is suitable for revising the document
straightforwardly with generic text editors or (for images composed of
pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available
drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or

for automatic translation to a variety of formats suitable for input

to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file

format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart
or discourage subsequent modification by readers is not Transparent.
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or XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple
HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of
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include proprietary formats that can be read and edited only by
proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or
processing tools are not generally available, and the
machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word
processors for output purposes only.

The "Title Page" means, for a printed book, the title page itself,

plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material
this License requires to appear in the title page. For works in
formats which do not have any title page as such, "Title Page" means
the text near the most prominent appearance of the work's title,
preceding the beginning of the body of the text.
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text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a
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"Dedications”, "Endorsements”, or "History".) To "Preserve the Title"
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The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which
states that this License applies to the Document. These Warranty
Disclaimers are considered to be included by reference in this

License, but only as regards disclaiming warranties: any other

implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has

no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either
commercially or noncommercially, provided that this License, the
copyright notices, and the license notice saying this License applies

to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other
conditions whatsoever to those of this License. You may not use
technical measures to obstruct or control the reading or further

copying of the copies you make or distribute. However, you may accept
compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough
number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and
you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY



If you publish printed copies (or copies in media that commonly have
printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the
Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the
copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover

Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on
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you as the publisher of these copies. The front cover must present
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Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve
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If the required texts for either cover are too voluminous to fit

legibly, you should put the first ones listed (as many as fit
reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent
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If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering
more than 100, you must either include a machine-readable Transparent
copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy
a computer-network location from which the general network-using
public has access to download using public-standard network protocols
a complete Transparent copy of the Document, free of added material.

If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps,
when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure

that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated
location until at least one year after the last time you distribute an
Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that

edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the
Document well before redistributing any large number of copies, to give
them a chance to provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under
the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release

the Modified Version under precisely this License, with the Modified
Version filling the role of the Document, thus licensing distribution

and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy
of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:



A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct
from that of the Document, and from those of previous versions
(which should, if there were any, be listed in the History section
of the Document). You may use the same title as a previous version
if the original publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities
responsible for authorship of the modifications in the Modified
Version, together with at least five of the principal authors of the
Document (all of its principal authors, if it has fewer than five),
unless they release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the
Modified Version, as the publisher.

D. Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications
adjacent to the other copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice
giving the public permission to use the Modified Version under the
terms of this License, in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections
and required Cover Texts given in the Document's license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add
to it an item stating at least the title, year, new authors, and
publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If
there is no section Entitled "History" in the Document, create one
stating the title, year, authors, and publisher of the Document as
given on its Title Page, then add an item describing the Modified
Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for
public access to a Transparent copy of the Document, and likewise
the network locations given in the Document for previous versions
it was based on. These may be placed in the "History" section.
You may omit a network location for a work that was published at
least four years before the Document itself, or if the original
publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled "Acknowledgements” or "Dedications”,
Preserve the Title of the section, and preserve in the section all
the substance and tone of each of the contributor acknowledgements
and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document,
unaltered in their text and in their titles. Section numbers
or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled "Endorsements”. Such a section
may not be included in the Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements”
or to conflict in title with any Invariant Section.



O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or

appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material
copied from the Document, you may at your option designate some or all
of these sections as invariant. To do this, add their titles to the

list of Invariant Sections in the Modified Version's license notice.

These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements”, provided it contains
nothing but endorsements of your Modified Version by various
parties--for example, statements of peer review or that the text has
been approved by an organization as the authoritative definition of a
standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a
passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list

of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of
Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or
through arrangements made by) any one entity. If the Document already
includes a cover text for the same cover, previously added by you or

by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of,
you may not add another; but you may replace the old one, on explicit
permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License
give permission to use their names for publicity for or to assert or
imply endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this
License, under the terms defined in section 4 above for modified

versions, provided that you include in the combination all of the

Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and

list them all as Invariant Sections of your combined work in its

license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and
multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single
copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but
different contents, make the title of each such section unique by
adding at the end of it, in parentheses, the name of the original
author or publisher of that section if known, or else a unique number.
Make the same adjustment to the section titles in the list of



Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History"
in the various original documents, forming one section Entitled
"History"; likewise combine any sections Entitled "Acknowledgements",
and any sections Entitled "Dedications”. You must delete all sections
Entitled "Endorsements”.

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents
released under this License, and replace the individual copies of this
License in the various documents with a single copy that is included in

the collection, provided that you follow the rules of this License for

verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute
it individually under this License, provided you insert a copy of this
License into the extracted document, and follow this License in all

other respects regarding verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate
and independent documents or works, in or on a volume of a storage or
distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright

resulting from the compilation is not used to limit the legal rights

of the compilation's users beyond what the individual works permit.
When the Document is included in an aggregate, this License does not
apply to the other works in the aggregate which are not themselves
derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these
copies of the Document, then if the Document is less than one half of
the entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on
covers that bracket the Document within the aggregate, or the
electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form.
Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole
aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may



distribute translations of the Document under the terms of section 4.
Replacing Invariant Sections with translations requires special
permission from their copyright holders, but you may include
translations of some or all Invariant Sections in addition to the
original versions of these Invariant Sections. You may include a
translation of this License, and all the license notices in the
Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include
the original English version of this License and the original versions
of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between
the translation and the original version of this License or a notice

or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements”,
"Dedications”, or "History", the requirement (section 4) to Preserve
its Title (section 1) will typically require changing the actual

title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except
as expressly provided for under this License. Any other attempt to

copy, modify, sublicense or distribute the Document is void, and will
automatically terminate your rights under this License. However,

parties who have received copies, or rights, from you under this

License will not have their licenses terminated so long as such

parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions

of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new
versions will be similar in spirit to the present version, but may

differ in detail to address new problems or concerns. See
http://lwww.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number.

If the Document specifies that a particular numbered version of this
License "or any later version" applies to it, you have the option of
following the terms and conditions either of that specified version or

of any later version that has been published (not as a draft) by the

Free Software Foundation. If the Document does not specify a version
number of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation.



